Cvicéné priklady z Konecnych téles
Télesa, polynomy, homomorfismy téles, prvotéleso
1. Najdéte vsechny ireducibilni polynomy stupné 1, 2, 3, 4 nad Zs

Reseni: {vye+ L2 +o+ L3 +a+ 1,23+ 22+ Lot +o+ Lot + 23 +
Lat+a3+22 +2+1}
Komentar: polynomy stupné 1 jsou ireducibilni vsechny (oba), polynomy
vyssich stuprii musi mit nenulovy absolutni élen (jinak lze vytknout x),
tyto kandiddty zkousim délit ireducibilnimi polynomy nizgich stupridi (kaZdy
neireducibiln lze rozloZit na soucin ireducibilnich)

2. Spoctéte a'® v telese Zs [0 / (a® 4+ a® + 1)
ReSeni: o® + o2 + «

Komentar: o0 = ((a10)2)2

3. Ukazte, ze polynom f(z) = 23 + z + 1 ma v télese Zs [o] /(f()) kofeny
«, a27 o+«
Komenta¥: Bud dosadim a spocitim, e f(a) = f(a?) = f(a® +a) = 0.
Nebo spocitim g(x) = (v +a)(x +a?)(x +a? + ), pokud jsou to viechny
koteny, pak g(x) = f(zx), jinak g(x) | f(x).

4. Najdéte viechny kofeny polynomu f(z) = x®+2x+1 v télese Z3 [a] /(f())
ReSeni: {a,a + 1,0+ 2}

Komentaf: 23+ 22+1= 0= f(a) =0 = « je koren = f(x): (z—a) =
22 + ax + (2 + %) = hleddim koteny x° + ax + (2 + o?). Lze zkusit
pouzit klasicky vzorec pro vypocet koreni kvadratické rovnice, pokud najde
koreny, vse je OK, pokud nelze spocitat, neznamend, Ze korveny memdm
(tady lze pouzit). Variantou je rozlozZit polynom podle Vietovych vzorci a
pokusit se dopocitat. Hrubd sila: zkouset polynom délit vSemi moznostmi,
které pripadaji v dvahu, o cekat, kdy se podari vydélit beze zbytku. Moznosti
={z—-1,z—-2,z—a,z—2a,x— (a+1),x— (a+2),2— (2a+1), 2 — (2a+2)}
FElegantni reseni: o je koren, dle V.3.7. jsou dalsi koreny o® = o+ 2 a
o =a+1.

Charakterizace konec¢nych téles

1. Tvrzeni o vicenasobnych korenech a derivaci:

n !
(a) Bud K télesoa ()’ : K [z] — K [z] zobrazeni def. vztahem (Z aiaﬂ) =
i=0

n .
ia;z'~" Potom () je endomorfismus K [x] jakozto vektorového pro-
=1

K3

storu nad K. (Dokazte)
Komentar: Ovérit s¢itdni a nasobeni skaldrem.
(b) Dokazte, ze plati (fg)' = f'g+ fg' (Ndpovéda: indukce + a) )



(c) Dokazte, ze a € K je vicendsobnym kofenem polynomu f(z) €

K [z] ((x — a)2 /f(a:)) pravé tehdy, kdyz a je kofenem polynomu
7).
Reseni: (obecné a asi ale jen ¢dsteéné) a korenem f(z) = f(z) =
(z —a)*g(x) = f'(z) = n(z —a)"g(@) + (z — a)"¢'(z) = (v —
a)" Y (ng(z) + (z — a)g'(x)). Pro n > 2 je a vicendsobnym kortenem
f(z) a také korenem f'(x).

2. Které podtéleso télesa komplexnich ¢isel je rozkladovym nadtélesem po-
lynomu z3 — 5 € Q [z]

Reseni: Vidy funguje pouzit koten a primitivnd odmocninu z 1 = Q [\‘75, ezgi] =

G Lze také vydélit kotenem /5 a poté spocitat klasickym vzorcem koteny
=Q [\3/5, \/51] = H, obé rosireni jsou stejnd, protoZe je to rovnost dvou
vektorovych prostori nad Q ( dimgG = dimgH = 6).

Struktura konecnych téles
1. Urcete vyctem prvki podtéleso Fy télesa Zs [o] / (o + a + 1)

Reseni: Zadané téleso je Fig . Z dikazu véty 3.1 se dd vycist, Ze Fig
obsahuje Fy a to muzeme najit jako rozkladové rozsireni Zo urcené poly-
nomem x* —x. JenZe x*—x =x(x —1)(2% + 2 + 1) takZe to rozkladové
rozsitent by mélo odpovidat Zs [a]/ (a2 +a+ 1), to je {0,1,,ax+ 1}

2. Ukaite, Ze o nenf primitivni prvek télesa F' = Zz[o] / (o2 + 1). Jaky je
rad « ? Najdéte v F néjaky primitivni prvek.
Reseni: a md 7dd 4 = o nend primitiond, (a+1) = (a+2) = 2a+1) =
2a+2)={1,2,0,20,a+ 1, + 2,20+ 1,2« + 2}

3. Najdéte minimélni polynom prvku o®+a? nad télesem Zs [o] / (a* + o+ 1).

Reseni: Zadané téleso prvek o + o obsahuje = primitivni polynom je
(r —a® +a?).

Pokud budeme uvaZovat primitivni polynom nad télesem Zo = pres kon-
jugované proky: B =a® + o, 2 =+l +a+ 1,8 = +a,88 =
ad=m)=@+ad+a?)(z+ad+a?+a+1)(z+ad+a)(r+ad) =
3+t + 1.

Komentar: Zndme uz 3 varianty hleddni minimdlniho polynomu: 1) obecné
koeficienty (musim védét, jakého stupné md polynom byt); 2) mocniny bd-
zovych proki a jejich linedrni kombinace (musim mit konecné rozsirent);
3) konjugované proky (kdyz zndm jeden korten polynomu)

4. Zvolte si néjakou reprezentaci télesa F, a najdéte nad Fj vSechny iredu-
cibilni polynomu stupné 1 a 2.

Reseni: Vybrala jsem si jako reprezentaci Fy stejnou jako v pronim pii-
klade, tedy {0,1,a,a+ 1} a dreducibilni polynomy stupné 1 by mély byt
snad vsechny, tedy x,x+1,z+ a,z+ a+ 1. Reducibilni polynomy stupné
dva jsou soucinem dvou ireducibilnich stupné 1 = ty vyloucim a zbydou
ireducibilni: 22 +z+ o, 22+ +a+ 1,22 +ax + 1,22 4+ az + o, 2% +
(a+)z+1L,22+(a+1)z+a.



5.

Reprezentujte maticemi prvky télesa Fy s vyuzitim polynomu f(z) = 22+
x + 2 € Fy[z]. Ukazte, ze o je primitivnim prvkem télesa Fj [o] /(f(«r))
(POZOR byla chyba v zadéni!)

Reseni: Tady jsem jen opsala ten postup, co délal Saroch na predndsce,
takZe to asi moc nepomiiZe... f(x) = x? + x + 2 € F3[z] md doprovodnou

0 1
jako {0,I,2I,A;A+1,A+2[,2A,2A+ I,2A+ 2I}. Postupngm umoc-
novanim « lze ukdzat, Ze md rdd 8.

(1 .y coo
matici ( 0 = A a pak Fy mizeme reprezentovat (podle néjaké véty)

7 konzultace mdm pozndmku: ovérit, Ze o a* se nerovnaji 1 (dokonce

at = —1) = a generuje vse (jd osobné nechdpu, pokud nékdo dodd jaké-
koliv vysvétlent, rada ho sem priddm)

(z konzultace) Najdéte n&jaky koten polynomu f(z) = 2% + 2 + 1 v télese
Zyla]/ (a*+a® +a® +a+1).

Komentai: Kdo si poctivé psal, co Saroch 7ikal a dodd kompletni teseni?

)

Odmocniny z jedné a cyklotomické polynomy

1.

Rozlozte polynom Q15(x) € F; [x] na ireducibilni éinitele. (Ndpovéda: po-
ugit V.4.3.)

Reseni: (' +2%41) (' +2+1)

Komentai: Qu5(z) = 2 =L~ — 48 4 27 425 4 od 428 4o+ 1,

T 0i@Qs@)Qs5(@)
V.4.3. = d=4= Qi5(z) se rozklddd na 2 ireducibilni polynomy stupné

4; ty dopocitam porovndnim koeficienti

. Oznaéme @, (z) n-ty cyklotomicky polynom nad @ a R, (z) n-ty cykloto-

micky polynom nad télesem K charakteristiky p 1 n. Dokazte, ze koefici-
enty R, () jsou stejné jako koeficienty @, (z) mod p.

Komentar: Vyuzila bych V.4.2. 2), ale do detaili se poustét nebudu :-)

Najdéte primitivni devaté odmocniny z 1 v Zig.
Reseni: 4,5,6,9,16,17

Komenta¥: Bude jich prdvé ¢(9) = 6 a jsou to koteny Qo(x) = x® +
23 +1 v Zyg (rozklddd se dle V.4.3. na Sest ireducibilnich polynomaii stupné
1); spocitala jsem to porovndnim koeficienti, ale musela jsem to narvat
Mathematice... (Jen tak btw. reSenim jsou prdvé viechny generdtory Zigx,
to asi nebude Uplné ndhoda...)

Necht K je libovolné téleso, n > 1. Dokazte, ze polynom z"~1 4 2"~ 2 +
... + ¢ + 1 je rozlozitelny kdykoliv je n slozené ¢islo.

Najdéte nejmensi prvoéislo p takové, ze 222 + 221 + ...+ +1 je ireducibilni
nad Fj.

Dokazte nésledujici vlastnosti cyklotomickych polynomt (nad télesem, kde
existuji):



mp(T) = Qm 1) , kde p je prvodislo, p t m.
(b) Qmp(x) = Qm(2?), kde p je prvocislo, p | m.

mpk (T) = Qmp(z?" "), kde p je prvocislo, m, k € N.
(d

0) =1, kde n > 2.
x—l)xap(n) = Qn(x), kde n > 2.

3
—~

3

Q
Q
Q
Q2n(x) = Qn(—2x), kde n > 3 liché.
Q
Q
Q

0 n=1
(g) Qn(1) =< p n mocnina prvoéisla
1 jinak
0 n=2
-2 n=1
(h) Qn(-1) = D n dvojnasobek mocniny prvocisla
1 jinak

Mobiova inverzni formule

1. Dokazte, ze pu(mn) = p(m)p(n), pokud NSD(m,n) = 1.

2. Dokazte pro libovolné n € N rovnost Y @ (— kde ¢ je Eulerova
dln
funkce (Ndpovéda: Zkusit pouZit MIF).

3. Dokazte, ze Y u(d)¢(d) = 0 pro v8echna n € N.
d|n

n

4. Dokazte, ze PMIP, ,, < (¢"—q) (horni odhad PMIP,,)a PMIP,, > Lq" - qz —1)

(horni odhad PMIPF,,,).

5. Vypoctéte Qso(x).
5

ReSeni: 28+ 2" — 2 —z* — 23+ + 1

q
n(q—l)(

Komentar: dle vzorce odvozeného pomoci Mébiovy inverzni formule Qso(x) =

(e2-1)(2?-1)(=*~1) (=™ 1) 5

DD EI-H =) — 22" —a® —at — 23+ 2+ 1 (jak ten zlomek

spocitat rucné?)
Ndpovéda: Posledni ulohu z predchozi série zkusit dokdzat pomoci Mébiovy
funkce.
Faktorizace polynomt nad koneénym télesem

1. Necht f(x) je polynom nad télesem F,m takovy, ze f’(x) = 0. Dokazte, ze
existuje g(z) € Fpm [2] tak, ze f(z) = (g(z))P.

2. f(z) = 28 +225 4+ 25+ 223 + 22 +2 € Z;3 [z]. Naleznéte ireducibiln{ rozklad
f(z).

3. f(z) = 2% + 25+ 2% + 23 + 1 € Zy [z]. Naleznéte ireducibiln{ rozklad f(z).

4. Ukazte, ze polynom z* + 1 je ireducibilni nad Q, ale rozklada se nad
kazdym koneénym télesem.



